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EJERCITACION
NUMEROS COMPLEJOS

PARTE 1: FORMA BINOMICA

b
z_ Ejercicio n® 1:

Resuelva las siguientes operaciones en forma binomica:

S -24+6j) +30[B-])=5}= d)Imli(4+7j)2.,(6_2j)}+4j=
j

b) (2-j)e(4+3j)=

) (2-3) e (4+3]) &) j{1-31) _

c) 3+2j + Re[ (5-2j)*] = 2+2je5’

Z Ejercicio n°® 2:

Determine para qué valores de x e y son validas las siguientes igualdades:

a)(1-2y)x+(3+5j)y=1+3]
by 6x+2y+(x -3yj)j=x*+(y+6)j

Ejercicio n® 3:

1+tg(a)j= b) a+bj 3+ a-bj
1-tg(e)j c+dj c—dj

Calcule: a)

Ejercicio n® 4:

Dados los niumeros complejos: z;= J3 +j, 2= - 3+ 3j,25= 2-2 J§j efectie:

a) 2zy-(22°-123) - 22— b) (z1-2 - J3 e Z3 )3 =

Z;

Ejercicio n® 5:
Determine el conjunto de los complejos que cumplan las siguientes condiciones:

a) que su cuadrado sea igual a su conjugado.

b) cuyo conjugado coincide con su inverso
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z Ejercicio n° 6:
X]J

; : 2—
Dado el numero complejo z = CPEL calcule x para que su parte real sea cero y
+X ]

escriba el valor del complejo z.

B Ejercicio n® 7:

Describa y construya la grafica del lugar geométrico representado por cada una de las

siguientes ecuaciones: ( Considere: z=x+vyj)

a) -2<Im(z)<3 A Re(z)<-2 g) Re[(1+3j)z-(1+4j)]<0
b)lz:j|<2 ny 1225 <1

c)z(z+2)=3 4+]

d) |=j+z |29 ) -%<Re(z)<% A lzl=2
e) |z|2+Re(@®) =2 ) lzl=1 A Re(@=1

f) 1<|z+jl=2

Z. Ejercicio n°® 8:

Resuelva las siguientes ecuaciones en C en forma binémica:

a)(1+j)z=1 flz2-(2+j)z+(-1+7j)=0
b)%=j Q) Z2-(5+3j)z+(4+20j)=0
)| z|-z=1+2j hy(2+j)z2-(5-j)z+(2-2j)=0
d)z?=3+4] i)z + 16 = 0

e)z?=5-12] PHzP=(1-3)

Recuerde:

La conocida formula resolvente de una cuadratica se puede utilizar con complejos.

z Ejercicio n® 9:

a) Escriba una ecuacién polinémica de grado 2 con coeficientes complejos tal que una
raiz sea real y la otra compleja no real.

b) ¢Seria posible lo mismo si los coeficientes fueran todos reales? éPor queé?

Recuerde:

; . b &
rS:zlyzzsonlasralcesde: az’+bz+c=0entoncesz; + 2z =-— A Zy®Zy = —
a a

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 2: FORMA POLAR

B Ejercicio n® 10:

Complete la siguiente tabla:

Par Binomica Polar Trigonométrica Exponencial
ordenado
4B %]
(-2,-243 )i
| [2;n/4] |

3(cosn+jsenn)

-4 + 4 ]

e j 5zrf6

(0,-8)

Z Ejercicio n® 11:

Calcule el resultado de las siguientes operaciones en forma polar:

a) Dados: z;=2¢e™ y z,=-1+]j Halle: z =z, + z,'°
b) Dados: z; =16e1%78 y z, =2 e Halle: z=12,/2°

c) Dados: z;=-14+jv3 y z;=2-2j Halle: z = z,® - z*

Z Ejercicio n® 12:

Seaz =-1- +3j

a) Halle todos los valores de n € |N tal que z" sea real positivo.
b) Para el menor valor hallado, calcule z".

c) ¢Es posible hallar n € |N tal que z" sea real negativo? Justifique.

R R N N L R T T
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PARTE 3: RAICES N-ESIMAS

z Ejercicio n® 13:

Resuelva las siguientes ecuaciones en C en forma polar:

3o e ] Ja=3 _
a)z’+j=0 b) z 1+) c) NP z

d) 28+ 1 = J3j e)(-1+j)z*+1=0 e +27j=0

z Ejercicio n® 14:

Considere la ecuacion z" -1 =0

a) Tomando n = 3, halle las raices de la ecuacion y analice si constituyen un grupo
bajo la multiplicacién.
b) Tomando n = 18, indique cuales son raices primitivas.

c) Sin es un numero primo, indique cuantas raices son primitivas.

E Ejercicio n°® 15:
Teniendo en cuenta la forma de calcular raices n-ésimas de un complejo en forma
polar, resuelva los siguientes problemas:

a) Halle los vértices de un hexagono regular inscripto en una circunferencia con
centro en el origen y radio igual a 1, sabiendo que uno de ellos es el punto (1,0).

b) El nimero 5j es una raiz cibica de un numero complejo, calcule las otras raices
y el nimero.

¢) Un cuadrado de centro O tiene un vértice en (3,4). Halle las coordenadas de los
demas veértices.

d) Halle los vértices y grafique el cuadrilatero cuyos vértices son los afijos de las
raices de la ecuacion z* + 4 = 0.

e) Calcule el drea del hexdgono cuyos vértices son los afijos de las raices sextas
del complejo z = - 64 j.

B Ejercicio n® 16:

Indigue la validez de las siguientes afirmaciones, demostrandolas o refutando con un
contraejemplo:

a) Si wi es una raiz primitiva de la unidad, entonces k es primo.

b) Si n es impar entonces w, es una raiz primitiva de orden n de la unidad.

c) Las raices cuartas de todo complejo con argumento =, son dos pares de
complejas conjugadas.

d) Existen 8 raices primitivas de la unidad de orden 30.
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PARTE 4: LOGARITMO NATURAL Y EXPONENCIALES COMPLEJAS

Z Ejercicio n°® 17:

Halle In z para: a)z= 3 - 3j b)z = -4

c)z=-¢€" d)z = \/E(COS% +jsen%) g) g = gk

Z Ejercicio n°® 18:
V3

Seaz = ( k+4 5 ) Halle el o los valores de k € R tal que In(z) sea imaginario puro.

Z Ejercicio n® 19:

Halle el valor principal de z que verifique las siguientes igualdades:

a)(1+j)y=1 O e J‘F =j c)z=4fj
d) Halle médulo de z = (V3+j)  e) 21‘2‘/_3 - 1+2‘J,/§j fz= (-gﬂ'%)ﬁ

PARTE 5: EJERCICIOS COMBINADOS

z Ejercicio n® 20:

Halle analiticamente y grafique los conjuntos ( Considere: z=x +jy)
A={zZeC/ Re(B)+z+ z=|1+42] |2

B={zeC/ Z2+4-4=0 A 5|z|24+3Re(z?) < 8}
C={zeC/ Z2-(6-2))z+11-10j=0 A |z-3|<2}
D={zeC/ |2-2[*+1 =2 0.5[Im{z- z)P}

E={zeC/ |zl<3 A 5|lz|?-4Re(?) > 9}

z Ejercicio n® 21:

Grafique en el plano complejo cada uno de los siguientes conjuntos. Halle analitica-

mente y grafique en otro par de ejes la imagen de la funcién compleja f(z) = 1/z con

dominio en cada uno de los conjuntos D.

ayD={zeC/|lz|=<1} byD={zelC/f|z-1]| =

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 6: SUPERPOSICION DE SENALES SENOIDALES DE IGUAL FRECUENCIA

Z Ejercicio n® 22:

Dadas las funciones f y g obtenga la funcion f+g utilizando fasores:

a) f(t) = 5 cos(2t -%) y g(t) = 8 cos(2t + %)
b) f(t) = sen(5t -g) y g(t) = sen(5t +%)
c) f(t) = sen(2t +§-) y g(t) = sen(2t —%)

d) f(t) = 4 cos(3t) y g(t) = 6 sen(3t)

e) f(t) = 4 cos(3t +%) y g(t) = 6 cos(3t - %)

z Ejercicio n® 23:

Analice la validez de las siguientes proposiciones, justificando:

a) La suma de dos funciones senoidales es siempre una funcion senoidal.

b) Si fi(t) = A; sen(wt+¢;) y f2(t) = A; sen(wt+¢;) = La amplitud de la onda fi(t) +
fo(t) no puede ser menor que A; ni menor que A;

c) La suma de dos funciones senoidales de la misma frecuencia y amplitud con
diferencia de fase 0 < ¢ < n/2 tiene siempre amplitud mayor a la de las

funciones dadas.

Z Ejercicio n° 24.

Indigue un valor de ¢ < = tal que la amplitud de f(t) = A cos(wt) + A cos(wt + @) sea
la misma A.

z Ejercicio n® 25:

La siguiente grafica corresponde a
una funcion que es suma de dos
armonicas simples.

Indigue si se trata de dos funcicnas
de la misma frecuencia o de distinta
frecuencia. Justifique.
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EJERCICIOS PARA MARCAR LA RESPUESTA CORRECTA, tomados en Finales:

B Ejercicio n® 26:

Marcar la Unica respuesta correcta de cada item:

i L. Sean wgy, W; Y W> las raices cubicas de z = 8j entonces es FALSO:
a) w, es imaginaria pura b) ninguna es real
c) hay dos complejas conjugadas d) una esta en el 1* cuadrante
2, Sabiendo que w es una de las raices cuartas de z = -7 + 24j ,
entonces se puede asegurar que:
a) w no es imaginaria pura b) lw| =5
c) la conjugada también es raiz cuarta dyw=1-2j
. . 4.3
El valor principal del complejo z = (§+J§) ! es:
a) imaginario puro  b) real c) complejo no real ni imaginario puro
% Sea z, la raiz de mayor modulo de la ecuacion:
z?+2z+3+j(2z +6)=0 y z,lade menor mddulo, entonces:
» a) z; es imaginaria pura b) z; € I cuadrante
c) Zi =z d) z,? es real
2 Los complejos que verifican la ecuacion z° =2 z son:
a) dos complejos conjugados y dos reales
b) dos reales y dos imaginarios puros
c) solo dos complejos conjugados
d) infinitas soluciones
6. La ecuacién z*-3z+3-j=0 tiene como solucién:
a) dos complejos conjugados b) dos imaginarios puros
c) un real y un complejo no real d) ninguna de las anteriores
75 Dada la ecuaciéon z*+7 +24j=0:
a) sus raices son dos pares de complejos conjugados
b) dos de las raices son imaginarias puras
C) unaraizes -2 +j
d) ninguna de las anteriores

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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8. - T
Sabiendo que (f+g)(t) = 23 cos(5t + E) A f(t) = 3 cos(5t + %)
entonces g(t) es:
a) g(t) = 3 cos(5t +%) b) g(t) =3 cos(5t +%)
c) g(t) = V3 sen(5t -%) d) otra
2 Dada una ecuacién polinémica de grado 5 con todos los coeficientes
reales, se puede asegurar:
a) tiene por lo menos una raiz real
b) no todas sus raices son reales
c) hay por lo menos un par de raices complejas conjugadas
d) ninguna de las anteriores
1. El fasor asociado a la suma de las funciones f(t) = J3 cos(ot+ kg—)
y g(t) = V3 cos(mt+ —%) es imaginario puro si:
a)k=1 by k=3 c)k=5 d) ninguna de las anteriores
Lke Las dos soluciones de la ecuacion: z* = 8 + 2z pertenecen al
conjunto:
a){(a,b)eC/a#0Ab=0} b){(a,b)eC/a>0aAb=0}
c){(ab)eC/a>0ab=0} d{(ab)eC/a=2b nb=#0}
12 Los valores de m y n reales tales que la ecuacion zZZ-mz+n=0
tenga como una de sus raicesa z;=2-5]j son:
aym=4 A n=6 bym=4 A~ n=29 c)m=0 A~ n=29
d) ninguno de los anteriores
13, El valor principal de In(z) siendoz=-aj cona s R* siempre tiene:
a) la misma parte real b) la misma parte imaginaria
c) el mismo modulo d) ninguno de los anteriores
14. 1 4a®-1
El valor principal de In(z) siendo z = 5+ : j con a e R-{0}
siempre tiene:
a) la misma parte real b) la misma parte imaginaria
¢) el mismo modulo d) ninguno de los anteriores

-----------------------------------------------------------------------------------------------
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Matematica Superior

---------------------------------------------- R e R

RESPUESTAS EJERCICIOS DE COMPLEJOS:

ZE]‘.lz
a) 10 - 2 j b) 24 - 7 j c) 68 - 2j d) -19+4 j e) -1 + 0.5
ZE]'.Z:
a)x=4  y=3/5 b)(x=5Ay=-1)v(x=6 ry=0)
M s
a) cos(2a) + j sen(2a) by 2ECEEDd
c’+d
zEj.éL:
a)(8+23)+j(2+343) b) -64 j
M:eis

a) z=(-%,V3/2) v z=(-%,-3/2) v z=(0,00 v z=(1,0)

b) todos los complejos de médulo unitario, o seaz =x +jy con x® + y? =1

z El. b:

X=2vXx=-2 entoncesz=-j vz=j

Me o
a) -2<y<3 A X<-2 I
_'?2 i
= =
b) x* + (y-1)? < 22 4
3
Circulo con Centro en (0,1) y radio 2 s s
=1:
= - >
-1

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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c)z(z+2)=3 = (x+yj)(x-yj+2)=3
= X2-Xyj+2x+xyj+y +2yj=3 = xX*+2x+y*+2yj=3 =
= X*+2x+y°=3 A 2y=0 = x*+2x-3=0 A y=0

= (x=1vx=-3) A y=0

= Son dos puntos: z = (1,0) v z = (-3,0) T

A 4

A -j+z <92 -j+x-yjl<9
= x>+ (y+1)* <81 8

Circulo con Centro en (0, -1) y radio 9

A 4

10

e) [z[?+Re(?)=2 = xX*+y* +Re[(x+y]j)]=2
4
=x*+y +Re(xX*+2xyj-y’) =2 =

S+ Y+ E-y¥=2 =22x¥=2 =

v

:X2=1:_x=1 v Xx=-1 b
Es un par de rectas paralelas
f)1<|z+j[52:>1<|x+yj+j|32 .
= 1<x’+ (y+1)’ <4
Anillo circular con Centro en (0,-1) : 1% .
radio menor abierto 1 y radio mayor 2

g)Re[(1+3j)z -(1+4j)]<0 =Re[(1+3])(x+y]j)-(1+4j)]<0

A

=>Re[x+yj+3jx -3y -1-4j 1<0 i =

= X-3y-1<0=>2x-3y<1 . : =

A 4

Semiplano : _--."

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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z-5 | x+jy-5| :
L= 47 "= _5 4
h) 775 £l = T4+] <1 = |x+jy-5|<|4+] |
= (x-5)?%+y*<17 4

Circulo abierto con centro en (5,0) y radio v17

v

il
A
) -%h<Re(z)<¥% A |z|=2 —
= -Ya<x<V2a A iy =2 5
= -h<x<¥ A X+y=4 ~

Son dos arcos parte de una circunferencia

iy lzl=1 A Re(z)=1

= JxX*+y?=1 A x=1 = z=(1,0)

Es un Unico punto

ZE]'.B:
a) (1+j)z=1= z=1/(14]) = z=1-j/2 o> z=Y2=%2]j

by l=joz=L0z2=-j
z j

€ lz|l-2z=142] = P+y%2 -x-yj=1+2] = JP+y?-x=1 A -y=2
> y=-2 A IX*+4 =x+1 = xX*+4=x*+2x+1 = x=1.5

= 2z2=15-2]

d)z?=3+4]j =2 2z=2+j v z=-2-j

e) 2?=5-12j=> z=3-2j v z=-3+2j

f zZ2-(2+j)z+(-1+7j)=0 = z=3-j v z=-1+2j

Q) z°-(5+3j)z+(4+20j)=0 = z=5-j v z=4j

h) (2+j)z*-(5-j)z+(2-2j)=0 = z=1-j v z =4/5 -2/5j
) 22 +16=0 = 2°=-16 = z=+J-16 = z= 4 v z= J-4j

= 2, =2+ V2 Zo==-245V2 ; z3==-V2-V2 ; za=2-52

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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D Z=(1-j) =2z=t4y(1-j) =2(1-j)P 22=2(1-2j-1)==2(-2])

= z=2j v z =-2]j

z Ej. 9z

a)Sealaraizreal: zy =a ylaraiznoreal: zz=b+cj , entonces la ecuacion es:
ZZ-(a+b+cj)ez+as(b+cj)=0

Por ejemplo, si queremos que las raices seanz; =3 y 2z, =-2+]j , laecuacidn
es: Z2-(1+j)ez+(-6+3j)=0

b) Si todos los coeficientes fueran reales, ambas raices serian conjugadas entre si, o

sea es imposible que una sea real y la otra compleja no real.

Z Ej. 10:

Par ordenado Bindmica |Polar Trigonométrica Exponencial
(V3 ,1) V3 +ij [2;n/6] 2(cos /6 + j sen 7/6) 2el7/6

(2,~243) | 2-23] [ 4; 4n/3] 4(cos 4n/3 + j sen 4x/3) 4elidnl3
(2 A2 ) V24 2 [2;n/4] 2(cos n/4 + j sen n/4) 2el7/4
(-3,0) -3 [B:w] 3(cosn+jsenn) 3el”
(-4,4) ~4+4j [442; 3 7/4] |42 (cos 3n/4 + jsen 3n/4) | 4+2e’3*

(-v3/2,1/2) |-\B/2+wnj| [1i5n/6] cos 57/6 + j sen 51/6 e 1550
(0,-8) -8 j [8;3n/2] 8(cos 3n/2 + j sen 37/2) g e 132

M e 11

a)z=-30j b) z = 2 e ¥12) &)= 128

M. .

a)n=3k conke Z*. b) Menorvalorn=3= z° =8 c) No es posible.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Mg 1.

m ™ T
a)wg=[1; — wy=[1;7— w=[1;11—
) Wo = [ 2] 1= [ 6] 2= [ 6]

bywo=[¥2; 21 wi=[%2;9701 we=[32;17001  ws=[%2;25 2]

o) wo = [1/82 ; 19%] w, = [1/%2: 43;—6] ws = [1/82; 67%]

d) wo = [¥2; 7] wy=[82; 45 we=[42;731  w=[82;107]
w4=[§/§;13g] w5=[éf§;1sg]

ow=[§15; 11 wi=§15: 001 wsld15: 1751 wa=(§5 257 ]

Awo=[43;71  wi=[3;753] wo=[43; 1151 ws=[+3;57]

L Qi
Wy = \5;19——— Ws = J§;23—
4= 12] s=[ 12]

EE]’.M«:
a)we=[1;0]=1 ; w1=[1;2g]=-1/2+§j ;w2=[1;4§]=-1/2-%

Observando la tabla de este conjunto con la multiplicacion:

® Wo | Wy | Wy

Wo | Wp | Wy | Wy

Wi | Wi | Wo | Wy

Wo | W | W | Wy

Vemos que la operacion es cerrada, es asociativa y conmutativa, tienen neutro (wp) y
todos tienen inverso, entonces es un grupo abeliano.

b) Si n = 18 son primitivas: w; , Ws, W7, Wi1, Wiz Y Wiy

¢) Si n es primos, todas las , wy son primitivas excepto la wg

z Ej. 15:

a) wo=[1; 0] wi=[1; 21 wo=[1; zg] ws= [1; 7] Wa= [1;421 ws= [1; 5%1

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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La grafica es: 4

W Wo

v

ww
4 Wi

b) z=(5i)=-125] ;We=[531=5] ;wi=[575]; w=[511¢]
c) Vértices: vi=(3;4) ,va=(-4;3),v3i=(-3;-4)yvs=(4;-3)

d) Vértices: vi=1+4+j, v=-1+j , v3=-1-j , va= 1-]

e) Como z = - 64 j tiene modulo 64, sus raices sextas tienen modulo 2, que es la
medida de los lados del hexagono, entonces su area es: 6 V3.

M e

a) FALSO, por ejemplo w, es primitiva de orden 7, pero 4 no es primo.
b) VERDADERO, ya que si n es impar el m.c.d.(n, 2) =1

c) VERDADERO, pues los argumentos son %, 3%, 5% y 7%. Como todas tienen

el mismo modulo resultan ser w; la conjugada de w,, y w,; conjugada de ws.

d) VERDADERO, si n = 30 son primitivas: wy , Wy, Wy;, Wiz, Wiz, Wig, W23, Wpo

M i1
In J€+(-g+2kn)j b) Inz=Ind4+ (x +2kn)j

a)Ilnz

) Inz = 2kn j d) Inz=|n\/§+(%+2kn)j e)Inz=(-3—g+2kn)j

M & s

Los valores dekeRson:kz—% v ]<=A%

Z Fi. 19:

a)z=0 b)z=-;_i c)2=e“/4g(1+j)
d) | - ’ — e(-ft/G) e) z = 10/11 f)z= e-15/4n

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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A
M i 20
a) (x+1)°-y* =4 \ '/
Hipérbola equildtera de centro C(-1;0) eje focal x. / \ >

b)B;={zeC/ z°+4-4j=0 } son cinco puntos
B,={zeC/ 5|z|*+3Re(z?) < 8} A

es una elipse de centro (0;0) y su interior

La interseccion son los puntos:

11
w1=[«/i;%n]

27
W3=[\/§;ﬁﬂ:]

c)Unsolopunto C={4+]j3}.

d) Interior de hipérbola: - (x - 2)? +y* <1
centro en C(2;0)

e) Rosca entre circulo y elipse.

x*+y’<3 A x*+9y*>9

z Ej. 21

a) El conjunto D ={ z e C/ |z] <1} estd formado por A

todos los complejos de modulo menor o igual a uno, es decir

los que estan ubicados a una distancia menor o igual de una

v

unidad del origen de coordenadas, o sea en un circulo de

radio 1 con centro en el origen:

Al aplicar la funcion f, que invierte los complejos, obtenemos

complejos de modulo mayor o igual a uno, es decir el

exterior del circulo:

R N R R N



Matematica Superiocr
b) El conjunto D ={ z e C/ | z-1| = 1 } es una circunferencia de centro en (1,0) y
radio r=1, cuya ecuacién es: (x-1)*+y>=1 obien x*+ y*=2x

1 I o x-dy o o x-y _x-jy_ 1 Jy

x+jy= X+jy  X-jy  xX*+y? 2x 2 2x

Al aplicarle la funcién f(z) = % =

Es decir todas las imagenes de la funcion aplicada a los elementos del conjunto D, son

los complejos con parte real igual a 0.5. Su gréfica es una recta.

D 4 A
N [ > =
\_/
@ E}s 223

a) f+g(t) = 9.434 cos(2t - 0.035)
b) f+g(t) = 0.517 sen(5t - n/12)
c) f+g(t) = 1.217 sen(2t - 0.13)
d) f+g(t) = 7.21 cos(3t - 0.98)
e) f+g(t) = 6.29 cos(3t - 0.38)

z B, 23

a) Falso b) Falso c) Verdadero

gh Ej. 24:

o=2/3n=n

Es suma de funciones de distinta frecuencia, ya que no es una funcion senoidal.

z El. 26

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
b d

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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